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Резюме 

Целью исследования является анализ существующих вязкоупругих моделей биологических тканей, учи-
тывающих как физическую, так и геометрическую нелинейности процессов деформации при распростра-
нении поперечных акустических волн.  
Методы. Акустическая эластография представляет собой группу методов, основанных на анализе про-
цессов взаимодействия низкочастотных поперечных акустических волн с биологическими тканями. Физи-
ческой основой таких методов являются вязкоупругие модели биотканей, учитывающие изменение пара-
метров их деформации при воздействии на них силы с переменной амплитудой и направлением. Учет не-
линейности процессов деформации биологических тканей при распространении поперечных акустических 
волн позволит ввести новую информативную характеристику для анализа процессов их структурных 
изменений – нелинейный параметр. Одновременный учет линейных и нелинейных свойств биотканей поз-
волит повысить качество диагностики заболеваний, протекающих в организме человека, в том числе на 
ранних стадиях. В рамках исследования были проведен анализ двухэлементной вязкоупругой модели биот-
каней, позволяющих учитывать как физическую нелинейность, так и линейные характеристики. Также 
рассмотрены модель, позволяющая учитывать геометрическую нелинейность процессов деформации и 
процессы деформации моделей при изменении параметров воздействующей силы. 
Результаты. Предложена вязкоупругая модель биологических тканей, позволяющая учитывать как фи-
зическую, так и геометрическую нелинейность. Выведены основные математические выражения, описы-
вающие данную модель. Получены результаты математического моделирования процессов деформации 
разработанной вязкоупругой модели при изменении воздействующей силы и модели, учитывающей толь-
ко физическую нелинейность. 
Заключение. Предложенная математическая модель позволяет учитывать отклонении процессов де-
формации биотканей от линейных законов как за счет физической, так и геометрической нелинейности. 
Применение такой модели позволит повысить точность оценки процессов взаимодействия низкоча-
стотного акустического излучения с биологическими тканями, что может быть использовано для разра-
ботки новых высокоточных методов оценки процессов их изменения при протекающих заболеваниях, в 
том числе на ранних стадиях. 
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Abstract 

The purpose of the research is to analyze existing viscoelastic models of biological tissues to develop a model that 
takes into account the nonlinearity of deformation processes during the propagation of transverse acoustic waves. 
Methods. Acoustic elastography is a group of methods based on the analysis of the interaction of low-frequency 
transverse acoustic waves with biological tissues. The physical basis of such methods are viscoelastic models of 
biological fabrics that take into account changes in their deformation parameters when they are subjected to forces 
with variable amplitude and direction. Taking into account the nonlinearity of the processes of deformation of biologi-
cal tissues during the propagation of transverse acoustic waves will allow us to introduce a new informative charac-
teristic for analyzing the processes of their structural changes – a nonlinear parameter. Simultaneous consideration 
of linear and nonlinear properties of biological tissues will improve the quality of diagnosis of diseases occurring in 
the human body, including in the early stages. As part of the study, a two-element viscoelastic model of biological 
tissues was analyzed, allowing for both physical nonlinearity and linear characteristics. A model is also considered 
that allows taking into account the geometric nonlinearity of the deformation processes and the deformation process-
es of the models when changing the parameters of the acting force. 
Results. We have proposed a viscoelastic model of biological tissues that accounts for both physical and geometric 
nonlinearity. The key mathematical expressions describing this model have been derived. Results have been ob-
tained from mathematical modeling of deformation processes for the developed viscoelastic model under varying 
applied forces and for a model that accounts only for physical nonlinearity. 
Conclusion. The proposed mathematical model allows for the deviation of biological tissue deformation processes 
from linear laws due to both physical and geometric nonlinearity. Application of this model will improve the accuracy 
of assessing the interaction of low-frequency acoustic radiation with biological tissue, which can be used to develop 
new, high-precision methods for assessing tissue changes during ongoing diseases, including in the early stages. 
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Введение 

Большое количество заболеваний, 
протекающих в организме человека, со-
провождаются структурными измене-
ния органов и тканей. Чаще всего про-
исходит замещение функциональных 
клеток фиброзной или жировой тканью 
[1]. Возникающие при этом новообра-
зования (даже доброкачественного ха-
рактера) могут со временем переходить 
в злокачественную форму [2]. Наиболее 
точным способом оценки типа измене-
ний биотканей является биопсия, кото-
рая предполагает забор пробы с вы-
бранного участка тела человека. Однако 
ввиду небезопасности метода важной 
задачей является разработка неинвазив-
ных высокоточных методов диагности-
ки, позволяющих диагностировать эти 
изменения на ранних стадиях заболева-
ний [3]. Акустическая эластография 
может стать путем решения данной 
проблемы, однако ввиду того, что 
большинство существующих методов 
ограничиваются принципами линейной 
акустики, их точность ограничена [4].  

В основе данной группы методов 
лежат физические модели биотканей, 
позволяющие оценивать изменение 
процессов их деформации при воздей-
ствии механических сил с различными 
параметрами, в зависимости от их вяз-
коупругих свойств [5]. Повышение ин-
формативности и точности методов 
эластографии возможно за счет введе-
ния в линейные вязкоупругие модели 
нелинейных поправок, позволяющих 
получать новые информационные ха-

рактеристики биотканей, такие как не-
линейный параметр [6]. 

Материалы и методы 

Ранее проведённый анализ линей-
ных вязкоупругих моделей показал, что 
при разработке метода исследования 
вязкоупругих свойств биотканей на ос-
нове распространения упругой низкоча-
стотной акустической волны наиболь-
ший интерес представляет собой мо-
дель, в которой деформация больше 
всего зависит от величины жесткости 
упругого элемента по сравнению с те-
кучестью [7]. Связано это в первую 
очередь с тем, что к таким тканям отно-
сятся злокачественные опухоли [8]. 
Также стоит отметить, что для учета 
физической нелинейности достаточно 
остановиться на двухэлементной моде-
ли, так как повышение числа элементов 
в этом случае может привести к воз-
никновению дополнительных ошибок 
при введении нелинейных поправок. 
Всем этим условиям удовлетворяет мо-
дель Кельвина ‒ Фойгта (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Модель Кельвина ‒ Фойгта [9] 

Fig. 1. Kelvin ‒ Voigt model [9] 

Далее мы будем говорить о нели-
нейных эффектах, возникающих при 
распространении низкочастотных попе-
речных волн в биотканях. В модели, от-
ражающей зависимость деформации от 
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напряжений, необходимо учесть ее не-
линейность [10]. 

Согласно этому модель Кельвина ‒ 
Фойгта с учетом физической нелинейно-
сти будет описываться выражением [11]: 

    
 

2
0 0

2

 =   КГ  

εε Гε η ,

kF K l l l l

dl dH k k
dt dt

   

   
    (1) 

где KГ(l – l0)2 – член, отражающий не-
линейность деформации упругого эле-
мент; Г – нелинейный параметр среды, 
обусловленный физической нелинейно-
стью [12]. 

При этом важно понимать, что в 
нелинейность процессов распростране-
ния низкочастотных акустических волн 
также вносят вклад особенности гео-
метрического строения клеток, что при-
водит к возникновению так называемой 
геометрической нелинейности [13]. 

Для учета поправки, вносимой гео-
метрической нелинейностью, нами бы-
ла предложена модель, представленная 
ниже (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Вязкоупругая модель с учетом  

геометрической и физической  
нелинейности 

Fig. 2. Viscoelastic model taking into account  
geometric and physical nonlinearity 

Учет геометрической нелинейности 
в системе, представленной на рисун-
ке 1, происходит за счет введения двух 

упругих элементов с разной жестко-
стью, соединенных двумя жесткими 
пластинами под разными углами [14]. 

Такое дополнение системы позво-
ляет также учитывать нелинейность 
деформации в различных направлениях 
[15]. Это приводит к тому, что при го-
ризонтальном смещении изменение 
длины пружины, соединенной с пла-
стиной под углом αi, равно [16]: 

cos(α )i il x  .                 (2) 

При этом горизонтальная проекция 
силы в пружине находится согласно 
выражению 

2
, cos(α ) cos (α )i x i i i iF F K x  .         (3) 

Эквивалентная жесткость для двух 
пружин, соединенных под разными уг-
лами, определяется согласно выражению 

2 2
экв 1 1 2 2cos (α ) cos (α )K K K  ,     (4) 

где α1 и α2 – углы, под которыми соеди-
нены первая и вторая пружины соответ-
ственно. 

В этом случае уравнение, описы-
вающее модель, выглядит следующим 
образом: 

2 2
1 1 2 2

2
0 0

2
1 1

2 2
2 2

( cos (α ) cos (α ))

(( ) ( ) )

( cos (α )

εcos (α ))(ε ε ) η .

kF K K

l l Г l l
dlH k
dt

dk Г
dt

  

    

  

  

   

(5)

 

Полученные соотношения позво-
ляют оценить нелинейность изменения 
деформации при изменении параметров 
воздействующей силы [17]. 
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Результаты и их обсуждение 

Из уравнений (2) и (5) можно отме-
тить, что учет нелинейности, связанной с 
физическими и геометрическими осо-
бенностями биотканей, происходит в 
члене уравнения, отражающем деформа-
цию упругого элемента [18]. Поэтому для 
сравнения процессов деформации с уче-
том нелинейных эффектов и без целесо-
образно рассмотреть процесс деформа-
ции именно упругого элемента [19]. 

На рисунке 3 представлены резуль-
таты математического моделирования 
изменения величины деформации упру-
гого элемента в зависимости от величи-
ны воздействующей силы F для случая 
с учетом только физической нелиней-
ности, с физической и геометрической 
нелинейностью и без учета нелинейно-
сти процесса, при следующих парамет-
рах системы: К1 = 2, K2 = 3, α1 = 45/π,  
α2 = 50/π, Г = 5 [20]. 

Согласно полученным результатам 
для линейной модели с заданными вы-
ше параметрами деформация увеличи-
вается в 2 раза при увеличении ампли-
туды воздействующей силы в 4 раза, 
для нелинейных моделей наблюдается 
значительная меньшая деформация. Так 
для модели с физической нелинейно-
стью это изменение составило около 
10%, а для модели, также учитывающей 
геометрическую нелинейность, – 8%. 
Это говорит о том, что в реальных слу-
чаях, где присутствует нелинейность, 
деформация будет нарастать значитель-
но медленнее по сравнению с увеличе-
нием прикладываемой силы, что важно 

учитывать при оценке процессов рас-
пространения поперечных низкочастот-
ных волн.  

 

 
Рис. 3. Изменение величины деформации  

при изменении величины  
воздействующей силы: 1 – деформация 
упругого элемента без учета  
нелинейности; 2 – с учетом физической 
нелинейности; 3 – с учетом физической 
и геометрической нелинейности  
процесса 

Fig. 3. Change in deformation value  
when the applied force changes:  
1 – deformation of the elastic element  
without taking into account the nonlinearity; 
2 – taking into account the physical  
nonlinearity, 3 – taking into account  
the physical and geometric nonlinearity  
of the process 

Выводы  

Полученные результаты показали, 
что введение, кроме нелинейного пара-
метра Г, поправки, отражающей гео-
метрическую нелинейность в уравнение 
(1), позволяет оценивать, помимо вре-
менной задержки деформации (что учи-
тывается вязким элементом), также бо-
лее точно учитывать нелинейность из-
менения ее амплитуды при изменении 
амплитуды силы воздействия.  

Как результат ‒ такое описание мо-
дели Кельвина ‒ Фойгта позволяет бо-
лее точно оценивать изменения вязко-
упругих свойств биотканей по сравне-
нию с линейной моделью. 
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