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Резюме 

Цель исследования – разработка математической модели, анализ взаимодействия элементов трехзвен-
ной электромеханической системы реабилитационного экзоскелета нижних конечностей и прогнозирова-
ние задающих воздействий. 

Методы. В представленной статье рассматривается электромеханическая многозвенная система реа-
билитационного экзоскелета нижних конечностей. Анализ выполнен с использованием метода декомпози-
ции – расчленения системы на составляющие ее части и изучения функционирования каждой из частей в 
отдельности. На основе разработанной математической модели многозвенной системы проведен вычис-
лительный  эксперимент. Использован метод анимации, который создаёт виртуальную траекторию дви-
жения голеностопного шарнира человеко-машинной системы. Предложенный подход позволяет прогнози-
ровать поведение системы, определять ее конфигурацию и, что важно, проводить оценку значений управ-
ляющих воздействий в виде крутящего момента электроприводов, обеспечивающих  функционирование си-
стемы в рамках реабилитационных мероприятий. 
Результаты. Получена математическая модель функционирования системы реабилитационного экзоске-
лета нижних конечностей, позволяющая прогнозировать  взаимодействие элементов электромеханиче-
ской многозвенной системы. На основании данных вычислительного  эксперимента установлено, что 
управление гибридным привода оказывает влияние на функционирование звеньев рассматриваемой си-
стемы. Разработан метод анимации, который создаёт виртуальную траекторию движения голеностоп-
ного шарнира, основанный на видеозахвате  движения и антропоморфных параметрах. Результаты моде-
лирования демонстрируют, что гравитационный компенсатор гибридного привода создаёт вспомогатель-
ный крутящий момент, компенсирующий часть гравитационных сил от элементов электромеханической 
системы. Показано влияние применения гибридного привода в бедренном шарнире на функционирование 
остальных звеньев электромеханической системы, проявляющееся в исключении высокочастотных коле-
баний коленного и голеностопного звеньев.  
Заключение. Результаты математического моделирования позволяют прогнозировать взаимодействие 
элементов электромеханической системы и осуществлять эффективное управление приводной системой 
робота во времени. Обнаруженное влияние применения гибридного привода в бедренном шарнире на функ-
ционирование остальных звеньев электромеханической системы позволит создать устройство, способное 
выполнять свои функции в различных условиях эксплуатации и обеспечить параметры движения, близкие к 
антропоморфным. 
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Abstract 

The purpose of the research is to develop a mathematical model, analyze the interaction of the elements of a three-

link electromechanical system of a rehabilitation exoskeleton of the lower extremities and predict the driving forces.  

Methods. The presented article discusses an electromechanical multi-link system of a rehabilitation exoskeleton of the 

lower extremities. The analysis was performed using the decomposition method, which is the dismemberment of the 

system into its component parts and the study of the functioning of each part separately. Based on the developed 

mathematical model of a multi-link system, a computational experiment was conducted. The animation method is used, 

which creates a virtual trajectory of the ankle joint movement of a human-machine system. The proposed approach 

makes it possible to predict the behavior of the system, determine its configuration and, importantly, evaluate the values 

of control actions in the form of torque of electric drives that ensure the functioning of the system as part of rehabilitation 

measures.  

Results. A mathematical model of the functioning of the rehabilitation skeleton system of the lower extremities has 

been obtained, which makes it possible to predict the interaction of elements of an electromechanical multilink system. 

Based on the data from the computational experiment, it was found that the control of the hybrid drive affects the 

functioning of the links of the system under consideration. An animation method has been developed that creates a 

virtual trajectory of the ankle joint based on video motion capture and anthropomorphic parameters. The simulation 

results demonstrate that the gravity compensator of the hybrid drive creates an auxiliary torque that compensates for 

part of the gravitational forces from the elements of the electromechanical system. The effect of using a hybrid drive in 
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the femoral joint on the functioning of the remaining links of the electromechanical system is shown, manifested in the 

exclusion of high-frequency vibrations of the knee and ankle links.  

Conclusion. The results of mathematical modeling make it possible to predict the interaction of the elements of the 

electromechanical system and to effectively control the robot's drive system over time. The discovered effect of the use 

of a hybrid drive in the femoral sphere on the functioning of the remaining links of the electromechanical system will 

make it possible to create a device capable of performing its functions in various operating conditions and providing 

motion parameters close to anthropomorphic. 
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*** 

Введение 

В последние годы экзоскелеты 
стали важным инструментом в реабили-
тации пациентов с повреждениями 
опорно-двигательного аппарата [1], по-
могая им восстанавливать утраченные 
функции и возвращаться к активной 
жизни. Экзоскелетные системы обеспе-
чивают интенсивную и целенаправлен-
ную тренировку, что ускоряет восста-
новление [2]. Они могут быть настроены 
для выполнения различных движений 
[3], адаптируя реабилитационные про-
граммы под индивидуальные потребно-
сти каждого пациента [4]. Это особенно 
важно для тех, кто не может самостоя-
тельно выполнять необходимые упраж-
нения [5] из-за слабости [6] или ограни-
ченной подвижности [7]. 

Изучение особенностей совмест-
ного взаимодействия человека и эк-
зоскелета породило термин «человеко-

машинная система» (ЧМС) [6; 7]. Эф-
фективность работы системы в целом 
может быть оценена с использованием 
метода декомпозиции [8] – разделения 
системы на составные элементы – под-
системы [9] и определения параметров 
эффективного функционирования каж-
дой подсистемы [10]. Объектом иссле-
дования в данной работе выбрана элек-
тромеханическая многозвенная система 
экзоскелета нижних конечностей [11]. 
Экзоскелет нижних конечностей как 
подсистема человеко-машинной си-
стемы рассматривается в условиях дан-
ной работы без учета влияния чело-
века [4]. 
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Существуют технические про-
блемы, ограничивающие широкое при-
менение и сдерживающие развитие эк-
зоскелетных систем [12]. Одной из та-
ких проблем является обеспечение эф-
фективной работы электроприводов 
[13]. Современные экзоскелетные реа-
билитационные системы требуют уста-
новки мощных и в то же время компакт-
ных приводов [6], однако на управлении 
такими устройствами сказывается мно-
жество факторов, что затрудняет про-
гнозирование поведения системы в це-
лом [14]. 

Для решения этой проблемы разра-
батываются гибридные приводы [15], 
сочетающие преимущества электриче-
ских, пневматических и гидравлических 
систем. Такие устройства позволяют до-
стичь оптимального баланса между 
мощностью, компактностью и эффек-
тивностью, повышая общую эффектив-
ность функционирования реабилитаци-
онных экзоскелетных систем [16]. 

Разработка и анализ математиче-
ской модели трехзвенной электромеха-
нической системы реабилитационного 
экзоскелета нижних конечностей с ги-
бридным приводом позволит прогнози-
ровать поведение системы и, что важно, 
проводить оценку значений управляю-
щих воздействий в виде крутящего мо-
мента электроприводов, обеспечиваю-
щих  функционирование системы в рам-
ках реабилитационных мероприятий 
(рис. 1). 

 
Рис. 1. Алгоритм вычисления параметров  
             электроприводов с использованием  
             метода декомпозиции 

Fig. 1. Algorithm for calculating  
            the parameters of electric drives  
            using the decomposition method 

На рисунке 1 представлен алгоритм 
определения управляющих воздействий 
электроприводов во времени. Процесс 
представляет собой рекурсивную схему, 
где T – полное время операции, которое 
может быть представлено в виде 

0T t k t= +   (t0 – время начала операции, 

∆t – шаг по времени, k – количество вре-
менных интервалов). Представленная 
блок-схема дает возможность опреде-
лять такие характеристики привода, как 
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напряжение, влияющее непосред-
ственно на необходимый в заданное 
время крутящий момент бедренного, ко-
ленного и голеностопного шарниров.  

Анализируемые временные проме-
жутки могут быть сняты с графика жела-
емой траектории движения голеностоп-
ного шарнира по времени (рис. 2).  

 

а б 

Рис. 2. Расчётная схема реабилитационной экзоскелетной системы нижних конечностей  
            с гибридным приводом в бедренном шарнире (а): 1 – звено бедра; 2 – звено голени;  
            3 – звено стопы; 4 – линейный гравитационный компенсатор; 5 – желаемая траектория,  
            описываемая голеностопным шарниром; декомпозиция элементов электромеханической  
            многозвенной системы с использованием принципа д’Аламбера (б) 

Fig. 2. Calculation scheme of the rehabilitation exoskeleton system of the lower limbs with a hybrid drive 
            in the hip joint (a): 1 – hip link; 2 – lower leg link; 3 – foot link; 4 – linear gravity compensator;  
            5 – desired trajectory described by the ankle joint; decomposition of elements  
            of an electromechanical multi-link system using d'Alembert's principle (б) 

В работах авторов [7; 12; 15]  описы-
ваются способы получения подобных 
траекторий, в т. ч. приводятся данные 
натурного эксперимента с использованием 

методики видеозахвата при реализации 

ходьбы испытуемого по беговой до-
рожке. В данной работе рассматрива-
ется экзоскелетная система нижних ко-
нечностей для реабилитации, поэтому 
траектория движения голеностопного 
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шарнира имеет замкнутый характер, а 
алгоритм, описываемый на рисунке 1, 

имеет рекурсивный характер.  

Материалы и методы 

Рассмотрим расчётную схему элек-
тромеханической реабилитационной 

экзоскелетной системы нижних конеч-
ностей (рис. 2). 

Положения центров масс звеньев 
электромеханической системы, а также 
положение характерной точки – голено-
стопного шарнира О2 описываются с по-
мощью следующих уравнений:  

( ) ( ) ( )
1 1

1 1
1 10 10X Z cos sin

2 2

T
T

C C

l l
C

 = =     
 

,                           (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
2 1 10 10 21 1 10 10 21X Z cos cos sin sin

2 2

T
T

C C

l l
C l l

 = =   +   +    +   +  
 

, (2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 22 1 10 2 10 21 1 10 2 10 21X Z cos cos sin sin

T T

О ОO l l l l= =   +   +    +   +  , (3) 

( ) ( ) ( )
3 3

3 3
3 2 10 21 32 10 21 32X Z cos sin

2 2

T
T

C C

l l
C O

 = = +   +  +    +  +  
 

.        (4) 

Декомпозиция электромеханиче-
ской многозвенной системы выполнена 
с применением принципа д’Аламбера, 
согласно которому для звена 1 

1 1 1Ф 0R F+ + = , 

Ф 0F R

O O OM M M+ + = .            (5) 

Сила инерции, действующая на 
звено 1, может быть определена по фор-
муле 11Ф Cmr= , или в векторном виде 

( )1 1 1Ф Ф  Ф T

X Z= , а вектор ( )1 1 1
 .

T

C C Cr X Z=  

Момент инерции звена 1 может 
быть определен по формуле 

1

Ф
1 1О CM J=  ,               (6) 

где 
1CJ  – момент инерции тела относи-

тельно оси y, проходящей через центр 
масс тела перпендикулярно плоскости 
движения. 

Внешние силы, приложенные к 
звену 1 системы: 

1

1 1

1 110

,

,

( ),

x

С i

y

С i C

C C i

mx F

my F I

I M F

 =
 =


 =





            (7) 

где 
1CI  – момент инерции звена 1 отно-

сительно шарнира О. 
Взаимодействие звеньев системы 

будем оценивать силами реакций и мо-
ментами. Отсюда условия сопряжения 
элементов системы запишутся в следую-
щем виде: 

01 10

01 10

R R ,

М М ,
=
=

 
12 21

12 21

R R ,

М М ,
=
=

 
23 32

23 32

R R ,

М М .
=
=

 
(8)

 

Для остальных звеньев системы 
принцип д’Аламбера запишется анало-
гично с пересчетом на переносную си-
стему координат относительно шар-
нира О. 

Обобщенными координатами явля-
ются абсолютные и относительные углы 
поворота звеньев бедра – 1, голени – 2, 

стопы – 3. Вектор значений обобщённых 
координат представим в виде 
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( )10 21 32, , .
T

q =     Здесь q , q , 

жел 10жел 21жел 32жел( , , )Тq =    , желq  – век-
торы действительных и желаемых углов 
и угловых скоростей соответственно. 

Сформируем вектор управляющих 
моментов, воздействующих в соответ-
ствующих  шарнирах [11]: 

10 10 10 лгк 10

21 21 21

32 32 32

( ) ( )

( )

( )

M U M

M U

M U

 +    
    =   
      

,   (9) 

где 10  – управляющий момент тазобед-
ренного шарнира, состоящий из комби-
нации двух крутящих моментов [15]: 

10M  – момента электропривода и лгкM  – 

момента, создаваемого гравитационным 
компенсатором; M21, M32 – крутящие мо-
менты, создаваемые электроприводами 
коленного и голеностопного суставов; 
φ10 – угол отклонения звена 1 от гори-
зонтали. Управляющий момент, созда-
ваемый ЛГК, описывается согласно 

10

лгк лгк 10

10

sin
2

cos arctan

cos
2

A

OB

M F OB

OB X

    +       =   + 
    +  −      

,                    (10) 

где знак 
10  выбирается в зависимости 

от направления вращения звена 1 отно-
сительно горизонтали; «+» – против ча-
совой стрелки; «–» – по часовой. 

Математическая модель экзоскелет-
ной системы в виде дифференциальных 
уравнений в векторно-матричной форме 
имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( )( ),M q q F V q q G q R=  − − . (11) 

Матрица инерции системы рассчи-
тывается согласно [15], где 

1CI , 
2CI , 

3CI  – моменты инерции относительно 

собственной оси каждого из звеньев со-
ответственно; im  – масса i-го звена элек-
тромеханической системы экзоскелета 
нижних конечностей. 

Вектор кориолисовых сил нахо-
дится из 

( ),
( ) ( )

K q q
V q q M q q

q


= −


.    (12) 

Вектор значений гравитационных 
воздействий рассчитывается исходя из 

q

qP
qG




=
)(

)( .               (13) 

Кинематическую связь линейных 
скоростей центров масс и углов пово-
рота каждого звена можно описать со-
гласно уравнению [17] 

i Ci
C VV J q= ,                 (14) 

где 
Ci

VJ  – матрица Якоби. 

Кинетическая и потенциальная 
энергии электромеханической системы 
экзоскелета нижних конечностей рас-
считываются согласно 

( )
3

T

1

1
,

2 i ii C C

i

K q q mV V
=

= ,     (15) 

( )
3

1

i Ci

i

P q m gZ
=

= .           (16) 

Для решения дифференциальных 
уравнений (8) используется интегриро-
вание методом Эйлера, позволяющее 
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вычислить первую производную век-
тора обобщённых координат и его инте-
грал:  

1k k kq q q t−= +  ,         (17) 

tqqq kkk += −


1 ,              (18) 

где t  – постоянный малый временной 
промежуток; k – количество итераций. 

Вектор управляющих воздействий 
рассчитывается согласно 

( ) ( )
1 1

21 21

32 32

10

21 жел жел

32

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

P D

P D

P D

K KU

U K q q K q q

U K K

          =  − +  −                  

,          (19) 

желq  – вектор желаемых обобщенных 
координат, полученных при видеоза-
хвате голеностопного сустава; q  – век-
тор реальных обобщенных координат 
(18). 

Для формирования желаемой траек-
тории движения точки голеностопного 
шарнира O2 был проведен натурный экс-
перимент, в котором испытуемому 

человеку было предложено выполнить 
ходьбу в спокойном режиме [12]. При-
менялась технология видеозахвата шага 
человека в сагиттальной плоскости [18]. 

Видеофрагмент содержал данные о дви-
жении ключевых суставов нижних ко-
нечностей человека, что позволило вос-
становить траекторию движения голено-
стопного сустава (рис. 3).  

 
Рис. 3. Графики изменения желаемой траектории движения голеностопного  
             сустава, полученной методом видеозахвата [7] 

Fig. 3. Graphs of changes in the desired trajectory of ankle joint movement,  
            obtained by video capture method [7] 
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Более подробное описание мето-
дики восстановления траектории движе-
ния ключевых точек по видеофрагменту 
приводится в других работах [19; 20]. 

Для удобства исследования авторами 
принимается допущение, что проекции 
осей бедренного сустава человека и бед-
ренного шарнира экзоскелетного ком-
плекса в саггитальной плоскости совпа-
дают [12]. 

Для реализации траекторного 
управления [8] необходимо вычислить 
законы изменения желаемых углов 
(обобщённые координаты) жел( )q t  

при 
заданной траектории движения голено-
стопа. Это значит, что требуется числен-
ное решение обратной задачи кинема-
тики (ОЗК). Определим вектор-функ-
цию )(qF , которая определяет значения 
соответствующие проекциям точки O2 в 
зависимости от обобщенных коорди-
нат q : 

2
( ) ( ).OF q r q=               (20) 

Введем вектор-функцию, завися-
щую от времени и обратную матрицу 
Якоби: 

2
Ф ( ) ( )F Ot r t= ,             (21) 

1 F
J

q

− 
=


.                  (22) 

Тогда в дискретной форме выраже-
ние для решения ОЗК будет иметь вид 

1 1

жел ( ),k k

Fq q J t+ −= +         (23) 

где ( )F t  – приращение функции 

( )F t  на временном шаге t . 

Полученное соотношение позволяет 
находить вектор желаемых обобщенных 
координат желq  на k+1-м временном 
шаге по известному значению q  на k-м 
шаге. 

Рассмотрим результаты решения 
ОЗК в виде графика изменения желае-
мых обобщенных координат (рис. 4).  

 
Рис. 4. Графики изменения желаемых углов поворота звеньев 

Fig. 4. Graphs of changes in the desired rotation angles of the links 
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Рисунок 4 иллюстрирует решение 
ОЗК и определение законов изменения 
желаемых углов для реализации тра-
екторного управления 

Результаты и их обсуждение 

Применение описанных выше мето-
дов позволило определить такие пара-
метры управления, которые позволяют 
выполнять реабилитационной системе 
экзоскелетного комплекса нижних ко-
нечностей антропоморфный шаг [21]. 
Экзоскелетная система оснащена 

гибридным приводом бедренного шар-
нира. Рисунок 4 иллюстрирует возмож-
ности системы по реализации траектор-
ного управления с ошибкой, не превы-
шающей 0,015 м. На рисунке 5 рассмат-
ривается траектория движения голено-
стопного шарнира только одной нижней 
конечности экзоскелетной системы. 
Принято считать, что траектория движе-
ния голеностопного шарнира второй  ко-
нечности идентична, что позволяет не 

отражать эти данные. 

 
Рис. 5. Кадр анимации траекторного управления положением голеностопного  
             шарнира многозвенной электромеханической экзоскелетной системы  
             нижних конечностей с гибридным приводом 

Fig. 5. Animation frame of the trajectory control of the ankle joint position of a multi-link  
           electromechanical exoskeleton system of the lower limbs with a hybrid drive 

Остановимся более подробно на ре-
зультатах силомоментного анализа си-
стемы. На рисунке 6 сплошные линии  
–1 отражают графики изменения требуе-
мых крутящих моментов для отработки 
углов. Cплошной линией –2 отражены 

графики изменения крутящих моментов 
при использовании описанного ЛГК. Как 
ожидалось, на коленный и голеностопный 
шарниры ЛГК не оказал влияния [15]. Од-
нако видно, что пиковые значения момен-
тов в бедренном шарнире снизились.   
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Рис. 6. Графики изменения требуемых крутящих моментов:  
            1 – без использования ЛГК; 2 – с использованием ЛГК  

Fig. 6. Graphs of changes in required torques: 1 – without the use of LGC;  
            2 – with the use of LGC 

Анализируя графики на рисунке 6, 

видно, что применение ЛГК позволяет 
снизить пиковый крутящий момент в 
бедренном шарнире в положительной 
зоне на 88,41%, однако в отрицательной 
зоне сокращение составляет всего 
7,39%. 

Полученные графики изменения 
крутящего момента во времени в шарни-
рах О1 и О2 демонстрируют более глад-
кую траекторию изменения моментов 
М21 и М32 при применении гибридного 
привода с гравитационным компенсато-
ром в отличие от того случая, когда гра-
витационный компенсатор не применя-

ется. Применение гибридного привода 
позволяет снизить колебания требуемых 
значений крутящих моментов в указан-
ных шарнирах, что будет способство-
вать более эффективному управлению 
работой системы и положительно ска-
жется на сроке службы приводных ком-
понентов электромеханической си-
стемы.  

С помощью вычисленных значений 
моментов М10, М21 и М32 можно рассчи-
тать токи, потребляемые приводами со-
гласно 

uC

M
I

m 
= 10

1 ,                (24) 
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где I1 – требуемый ток; Сm – моментная 
постоянная двигателя; u – передаточное 
число редуктора. 

Выводы 

Математическое моделирование 
взаимодействия звеньев электромехани-
ческой многозвенной системы экзоске-
лета нижних конечностей позволяет сде-
лать вывод о том, что линейный грави-
тационный компенсатор, примененный 
в гибридном приводе бедренного звена 
нижней конечности, позволяет повы-
сить эффективность работы многозвен-
ной системы в целом. Применение ги-
бридного привода указанной конструк-
ции снижает колебания требуемых зна-
чений крутящих моментов в указанных 
шарнирах, что способствует более эф-
фективному управлению положением 
звеньев электромеханической системы. 

Результаты моделирования подтвержда-

ют, что использование линейного грави-
тационного компенсатора в гибридном 
приводе снимает часть нагрузки, оказы-
ваемой на электрический привод в бед-
ренном шарнире О при выполнении дви-
жения по заданной траектории. В шар-
нирах О1 и О2 при применении гибрид-
ного привода в шарнире О исключен ко-
лебательный характер значений крутя-
щего момента. 

Разработка гибридных приводов и 
применение новых материалов и техно-
логий могут стать ключевыми факто-
рами, способствующими дальнейшему 
развитию и усовершенствованию техно-
логии проектирования реабилитацион-
ных экзоскелетных систем и повыше-
нию эффективности разрабатываемых 
реабилитационных систем. 
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