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Резюме 

Цель исследования – исследование параметров нелинейного взаимодействия низкочастотного акустиче-
ского излучения с биотканями для повышения точности определения структурных изменений органов и 
тканей методом эластографии.  
Методы. Повышение точности определения степени и характера структурных изменений органов и тка-
ней человека является актуальной задачей на сегодняшний день. Использование нелинейных эффектов 
взаимодействия мощного низкочастотного акустического излучения с биотканями позволит получить но-
вые информационные характеристики, а также повысить точность дифференциации различных степеней 
структурных изменений тканей и органов на начальных стадиях заболеваний. В рамках данной работы 
рассмотрена зависимость между вязкоупругими и нелинейными характеристиками биосред и процессами 
распространения в них упругих поперечных волн. Также рассмотрены физические основы процессов обра-
зования и распространения гармонических составляющих поперечной акустической волны, а также изме-
нение ее соотношения N с волной основной частоты. 
Результаты. Получены результаты математического моделирования процессов изменения соотношения 
между амплитудой волны основной частоты и третьей гармоники, образовавшейся в среде за счет нели-
нейности взаимодействия акустического излучения с биотканями. Результатами стали графики зависи-
мости изменения N с расстоянием для тканей печени при различных стадиях фиброза и жирового гепатоза.  
Заключение. Полученные зависимости позволяют сделать вывод о том, что использование нелинейных 
эффектов взаимодействия низкочастотного акустического излучения с биотканями позволит повысить 
качество диагностики структурных изменений органов и тканей на ранних стадиях заболеваний, когда 
стандартные линейные методы являются менее информативными.  
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Abstract 

The purpose of the research is investigation of the parameters of nonlinear interaction of low-frequency acoustic 

radiation with biological tissues to improve the accuracy of determining structural changes in organs and tissues by 

elastography.  

Methods. Improving the accuracy of determining the degree and nature of structural changes in human organs and 

tissues is an urgent task today. The use of nonlinear effects of the interaction of powerful low-frequency acoustic radi-

ation with biological tissues will allow obtaining new information characteristics, as well as improving the accuracy of 

differentiation of various degrees of structural changes in tissues and organs at the initial stages of diseases. In the 

framework of this work, the relationship between the viscoelastic and nonlinear characteristics of biological media and 

the processes of propagation of elastic transverse waves in them is considered. The physical foundations of the pro-

cesses of formation and propagation of harmonic components of a transverse acoustic wave, as well as the change in 

its ratio N to the fundamental frequency wave, are also considered.  

Results. The results of mathematical modeling of the processes of changing the correlation between the amplitude of 

the fundamental frequency wave and the third harmonic formed in the medium due to the nonlinearity of the interaction 

of acoustic radiation with biological tissues are obtained. The results were the graphs of the dependence of the change 

in N with distance for liver tissues at various stages of fibrosis and fatty hepatosis.  

Conclusion. The obtained dependences allow us to conclude that the use of nonlinear effects of the interaction of low-

frequency acoustic radiation with biological tissues will improve the quality of diagnostics of structural changes in organs 

and tissues in the early stages of diseases, when standard linear methods are less informative. 
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*** 

Введение 

Многие заболевания, протекающие 
в организме человека, приводят к изме-
нениям структуры органов, такие как 

замещение функциональных клеток на 
жировую или соединительную ткань. К 
органам, наиболее подверженным заме-
щению клеток, можно отнести печень, 
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молочную железу. Эти изменения явля-
ются как следствием нарушения функ-
ционирование систем организма, так и 
могут быть их причиной. Кроме того, со 
временем структурные изменения могут 
приобретать злокачественный харак-
тер [1]. Так рак молочной железы входит 
в тройку самых распространенных типов 
рака, а гепатоцеллюлярный рак печени 
(ГЦР) [2] является пятой по частоте 
встречаемости злокачественной опухо-
лью в мире [3]. Исходя из этого ранняя 
диагностика структурных изменений 
тканей является актуальной проблемой 
на сегодняшний день. 

С точки зрения диагностики про-
цессы замещения функциональных кле-
ток органа приводят к изменению их па-
раметров взаимодействия с излучени-
ями различной природы (рентген, уль-
тразвук и т. д.) [4].  

Эластография представляет собой 
группу методов исследования внутрен-
них структур живого организма, осно-
ванную на анализе изменения пассив-
ных механических свойств биотканей, 
которые также называют упругими 
свойствами [5]. Обычно для оценки ис-
пользуется анализ взаимодействия биот-
каней с низкочастотным акустическим 
излучением до 500 Гц. В зависимости от 
способа регистрации изменения пара-
метров этого взаимодействия выделяют: 
ЯМР-эластографию [6]; соноэластогра-
фию и акустическую эластометрию [7]. 
Наиболее перспективными с точки зре-
ния возможности оценки динамики за-
болеваний являются акустические 

методы [8], их далее в статье будем 
называть эластографией. Однако точ-
ность определения изменения характе-
ристик биотканей с их помощью доста-
точно низкая, особенно на ранних ста-
диях [9]. 

Материалы и методы 

С точки зрения классической теории 
упругости механические свойства упру-
гих твердых тел описываются законом 
Гука, согласно которому напряжение 
прямо пропорционально деформации и 
не зависит от ее скорости. Однако для 
реальных тел характерно изменение 
напряжения, также зависящее и от ско-
рости деформации. Эта зависимость рас-
сматривается в разделе гидродинамики 
вязких жидкостей и подчиняется закону 
Ньютона [9]. В результате возникает 
необходимость рассмотрения так назы-
ваемых вязкоупругих свойств материа-
лов и тканей. При этом отношение 
напряжения к деформации при периоди-
ческой нагрузке выражается комплекс-
ной величиной, действительная часть 
которой характеризует упругость, а мни-
мая – вязкие потери [10]. 

Существующие методы эластогра-
фии основаны на оценке упругих 
свойств органов и тканей человека на ос-
нове анализа процесса распространения 
поперечной компоненты акустического 
сигнала [11]. Это связано с тем, что ско-
рость поперечной волны значительно 
меньше, чем скорость продольной, а зна-
чит, ее относительные изменения будут 
удобнее для дифференциации. На 
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основе относительного изменения ско-
рости поперечных колебаний делают 
выводы о упругих характеристиках био-
тканей, таких как модуль Юнга [12]. 

Для описания процессов распро-
странения поперечных волн в твердых 
телах с целью изучения проявления не-
линейности этого взаимодействия необ-
ходимо начать с описания их свойств с 
точки зрения теории упругости. Процесс 
деформации рассматривается с точки 
зрения изменения расстояния между 
двумя ближайшими точками среды и 
возникновения при этом упругих напря-
жений на макроуровне. Этот процесс 
удобно рассматривать с точки зрения пя-
тиконстантной теории нелинейной 
упругости, согласно которой компо-
ненты тензора деформаций выражаются 
через следующую формулу [12]: 

1
,

2

i k l l
ik s

k i i k

u u u u
U

x x x x

    
= + + =      

   (1) 

где Ui – компонента вектора смещения 
данной точки среды после деформации; 
k и l – продольное и поперечное смеще-
ние, s = 1,2…6. 

При этом тензор деформации сим-
метричен Uik и Uki. В результате получа-
ются шесть независимых компонент, ко-
торые попарно инвариантны и образуют 
три пары: I1, I2, I3. Суммирование произ-
водится по дважды входящим индексам. 
После преобразования выражение (1) 
приобретает следующий вид [12]: 

1 2 3 11 22 33 1 2 3.u u u I I I + + = + + = + +  (2) 

При этом I1 отражает изменение 
плотности: 

0
1,I

 −
=


                    (3) 

где ρ0 – равновесное значение плотно-
сти; ρ – изменение плотности. 

В теории упругости, где распростра-
нение акустических волн подчиняется 
законам Гука, нелинейность этого про-
цесса имеет две причины возникнове-
ния: 

– геометрическая, которая обуслов-
лена зависимостью компонент тензора 
деформации от производной смещения 
по координатам; 

– физическая, которая обусловлена 
нелинейностью упругости биологиче-
ских тканей [12]. 

Исходя из этого можно ввести поня-
тия микроскопической и макроскопиче-
ской нелинейностей. В основе понятия 
микроскопической нелинейности лежит 
теория атома вещества, который колеб-
лется относительно своего положения 
равновесия с тремя степенями свободы. 
При этом сила, возникающая при смеще-
нии атома относительно положения рав-
новесия, будет линейно зависеть от ве-
личины смещения. Однако при увеличе-
нии смещения изменение силы пере-
стает быть линейно пропорциональным 
за счет проявления микроскопической 
нелинейности. При рассмотрении мак-
роскопической нелинейности основную 
сложность представляет необходимость 
рассмотрения смещения множества ча-
стиц в областях сжатия и разряжения и 
изменения вследствие этого потенциаль-
ной энергии [12]. 
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В качестве физико-математической 
модели биологических тканей была вы-
брана вязкоупругая модель Фойгта [13]. 
Выбор данной модели определяется воз-
можностью учета одновременно упру-
гих и вязких свойств реальных биотка-
ней, а также для данной модели пред-
ставляется возможным учет их физиче-
ской нелинейности [13]. Использование 
низкочастотных акустических сигналов 
(до 500 Гц) позволит перейти к анализу 
поперечной компоненты, так как на та-
ких частотах она будет преобладать над 
продольной [14]. Тем не менее для воз-
никновения нелинейных эффектов и воз-
можности их регистрации необходимо 
достаточно высокоамплитудное излуче-
ние с амплитудой поперечного смеще-
ния от 60 до 150 мкм. 

Связь между нелинейными свой-
ствами и упругими свойствами среды 
выражается через отношение [15]: 

Г
2


=


,                      (4) 

где μ – коэффициент упругости среды; 
β – коэффициент нелинейности среды. 

Учет соотношения (3) позволяет до-
полнить уравнение, описывающее зави-
симость между напряжением и деформа-
цией, с учетом нелинейности последней. 
Тогда уравнения для описания модели 
Фойгта примет следующий вид [15]: σ = μሺε − Гε2ሻ + η ∂ε∂𝑡,             (5) 

где σ – напряжение; ε – деформация, η – 

коэффициент вязкости. 
Таким образом, уравнение движения, 

описывающее процесс распространения 

акустической волны в среде с учетом по-
перечной деформации, примет следую-
щий вид [16]: 

2

2

( , ) ( , )z t z t

zt

  
 =


,            (6) 

где ρ – плотность среды; z – координата 
в направлении распространении волны; 
ξ(z,t) – поперечное смещение, которое 
связано с деформацией выражением [16] 

( , )
( , ) .

z t
z t

z


 =


                (7) 

Скорость поперечной волны: 

( , )
( , )

z t
u z t

z


=


.               (8) 

С учетом (7), уравнение движения 
принимает вид [17] 

2

2 2 2
0 02 2

u u u
u

z V V

    
− =

   
,      (9) 

где 
0

z
t

V
  −  – время в движущейся си-

стеме координат; 0V


=


 – скорость не-

возмущенной волны [17]: 
На основе эволюционного уравне-

ния Бюргерса мы можем оценить рассто-
яние разрыва при распространении по-
перечной волны в данной среде при 
определенных амплитудно-частотных 
параметрах излучения согласно выраже-
нию [18] 

2
0

2
0 0 0 0

Г Г (2 )p

V
z

u f A


= =

  
,      (10) 

где f0 и A0 – частота и амплитуда началь-
ного возмущения. 
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В результате выражение для смеще-
ния принимает следующий вид: 

0 0( 0, ) sin(2 )z A f =  =   .      (11) 

Анализ спектральных составляю-
щих проводится на основе уравнения 
Бюргерса в безразмерной форме. Для 
этого необходимо перейти к безразмер-
ным переменным Z и U следующим об-
разом [18]: 

0

u
U

u
 , 

0

z
Z

z
 ,                      (12) 

02 .f =    

Начальная амплитуда колебатель-
ной скорости волны (u0) в данном случае 
определятся выражением 

0 0 02u A f=  .             (13) 

Уравнение Бюргерса в безразмер-
ной форме [19]: 

( , ) ( , )
( , )

U Z U Z
U Z

Z

   
− 

 
= 

2

2

( , )U Z
D
 

=


,                 (14) 

где D = 1/2ГRe – параметр, определяе-
мый нелинейным параметром Г и чис-

лом Рейнольдса 0

0 0

Re
2

u

f V


=

 
. 

Искажение волнового профиля по-
перечной волны будет происходить 
вплоть до расстояния разрыва. В нашем 
случае менее 20 см. Уравнение Бюргерса 
в этом случае примет следующий 
вид [19]: 

0

1

( , ) ( ) (2 ),n

n

U Z U Z sun f n


=

 =      (15) 

где Un(Z) – n-я гармоника, которая может 
быть выражена функцией Бесселя n-го 
порядка 1-го рода:  

2 ( )
( ) n

n

J nZ
U Z

nZ
= .             (16) 

При Z << 1 функция Бесселя имеет 
вид [20]: 

( ) / !
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           (17) 

На таких расстояниях амплитуда  
n-й гармоники поперечного смещения 
определяется выражением [20] 

0 0
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0 0
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n n
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Для оценки нелинейности среды 
введем параметр N, который будет выра-
жаться следующим соотношением: 

3

1

A
N

A
= ,                 (19) 

где A1 и A3 – амплитуда первой и третьей 
гармоники.   

Тогда для расстояний много меньше 
расстояний разрыва получим изменение 
N с расстоянием: 

23
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Из формулы (20) можно заметить, 
что отношение N прямо пропорцио-
нально квадрату нелинейного параметра 
Г и растет с увеличением расстояния ~ z2. 
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Результаты и их обсуждение 

На основе представленных выше ма-
тематических выражений, в Mathcad14 

было проведено математическое модели-

рование изменения N с расстоянием для 
печени при различных стадиях фиброза 
от F0 до F4 (цирроз) [12]. Результаты мо-
делирования ниже (рис. 1). 
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0
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z, м

1

2 3 45
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Рис. 1. Изменение N с расстоянием при фиброзе: 1 – F0; 2 – F1; 3 – F2; 4 – F3; 5 – F4 

Fig. 1. Change of N with distance in fibrosis: 1 – F0; 2 – F1; 3 – F2; 4 – F3; 5 – F4 

Кроме того, было проведено мате-
матическое моделирования оценки из-
менения N при жировом гепатозе стадии 

S0-S3 [12]. Результаты моделирования 
представлены ниже (рис. 2). 
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Рис. 2. Изменение N с расстоянием при гепатозе: 1 – S0; 2 – S1; 3 – S2; 4 – S3; 5 – S4 

Fig. 2. Change of N with distance in hepatosis: 1 – S0; 2 – S1; 3 – S2; 4 – S3; 5 – S4 
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Выводы 

Результаты, представленные на ри-
сунке 1, показывают, что оценка вели-
чины N на определенном расстоянии 
позволяет дифференцировать стадии F1, 

F2 и F3, а также S1 и S2 которые обычно 
сложно определить с помощью стан-
дартных линейных методов. Так разли-
чия в жесткости тканей при проведении 
линейной эластографии для стадий F1 и 
F2 составляет в среднем 20%, а измене-
ние N для этих стадий составляет 26%. 
Различие величины N между стадиями 

S2 и S3 составляет около 20%. Данная 
дифференциация становится возможной 
благодаря изменению усредненного не-
линейного коэффициента для каждой 
стадии. 

Таким образом, можно сделать за-
ключение, что учет нелинейных эффек-
тов взаимодействия акустической волны 
с биотканями позволит повысить каче-
ство диагностики, а также дает возмож-
ность отслеживать динамику развития 
заболеваний, сопровождающихся струк-
турными изменения органа. 
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