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Резюме 

Целью исследования является разработка математической модели двухзвенной активной стопы реаби-
литационного экзоскелета нижних конечностей и получение данных для формирования задающих воздей-
ствий на приводы устройства. 
Методы. В статье рассматривается метод создания задающих воздействий для системы управления 
приводами двухзвенной стопы реабилитационного экзоскелета. Это устройство предназначено для ком-
плексной механической проработки голеностопного сустава, чтобы восстановить его подвижность и при-
близить движения к естественной походке. Для этого в рамках проведенного эксперимента используется 
метод видеозахвата траектории, который создаёт траектории движения характерных точек стопы с 
учётом параметров походки и антропометрии пациента. При обработке данных использован ряд Фурье 5-

го порядка, позволяющий аппроксимировать полученные экспериментальные траектории с заданной точ-
ностью и обеспечить их плавность. 
Результаты. В работе установлено, что математическая модель двухзвенной стопы позволяет анали-
зировать и прогнозировать движение стопы робота в различных режимах реабилитации. В модели учиты-
ваются управляющие и возмущающие воздействия, а также такие параметры, как масса, момент инерции, 
длина шага, высота подъёма ноги и другие характеристики. 
Результаты математического моделирования позволяют выполнить  синтез приводной системы ро-
бота – совокупность механизмов, передающих движение от двигателя к звеньям стопы. Это поможет 
обеспечить надёжную и эффективную работу устройства. 
Кроме того, результаты моделирования будут использованы для проектирования основных конструктив-
ных элементов робота, таких как шарниры, крепления, амортизаторы и т. д.  
Заключение. Результаты математического моделирования позволяют рассчитать приводную систему 
робота – совокупность механизмов, передающих движение от двигателя к звеньям стопы. Это поможет 
обеспечить надёжную и эффективную работу устройства. Кроме того, результаты моделирования будут 
использованы для проектирования основных конструктивных элементов робота, таких как шарниры, креп-
ления, амортизаторы и т. д. Это позволит создать прочное и долговечное устройство, способное выпол-
нять свои функции в различных условиях эксплуатации. 
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Abstract 

The purpose of research is to develop a mathematical model of a two-link active foot of a rehabilitation exoskeleton 

for the lower extremities and to obtain data for generating the setting effects on the device drives. 

Methods. The article discusses a method for creating reference actions for the drive control system of a two-link foot 

of a rehabilitation exoskeleton. This device is designed for complex mechanical processing of the ankle joint in order 

to restore its mobility and bring movements closer to a natural gait. For this purpose, the video trajectory capture method 

is used in the framework of the experiment, which creates trajectories of movement of characteristic points of the foot 

taking into account the gait parameters and anthropometry of the patient. When processing the data, a 5th-order Fourier 

series is used, which allows approximating the obtained experimental trajectories with a given accuracy and ensuring 

their smoothness. 

Results. The work established that the mathematical model of a two-link foot allows analyzing and predicting the 

movement of the robot's foot in various rehabilitation modes. The model takes into account control and disturbance 

effects, as well as parameters such as mass, moment of inertia, step length, leg lift height, and other characteristics. 

The results of mathematical modeling allow synthesizing the robot's drive system - a set of mechanisms that transmit 

movement from the engine to the foot links. This will help ensure reliable and efficient operation of the device. 

In addition, the modeling results will be used to design the main structural elements of the robot, such as hinges, 

fasteners, shock absorbers, etc. 

Conclusion. The results of mathematical modeling allow us to calculate the robot's drive system - a set of mechanisms 

that transmit movement from the engine to the foot links. This will help ensure reliable and efficient operation of the 

device. In addition, the modeling results will be used to design the main structural elements of the robot, such as hinges, 

fasteners, shock absorbers, etc. This will allow us to create a durable and long-lasting device that can perform its 

functions in various operating conditions. 

 

Keywords: rehabilitation exoskeleton; mechanotherapy device; ankle joint; two-link foot; control system; input signals; 

Fourier series. 
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Введение 

Проблему реабилитации, социаль-
ной защиты и адаптации людей с двига-
тельными нарушениями [1], без сомне-
ния, можно отнести к одной из важных 
медико-социальных проблем здраво-
охранения [2]. При назначении реабили-
тационных мероприятий [3] важно опре-
делить степень наличия у больного реа-
билитационного потенциала [4]. Суще-
ствующие [4] и разрабатываемые меди-
цинские двигательные тренажёры [5; 6] 

помогают восстановить функцию ходьбы 
[7]. Успешность решения этой проблемы 
[8] определяется, прежде всего, наличием 
материально-технической базы [9], 
оснащенной специальными биоизмери-
тельными устройствами [10], обеспечен-
ными развитыми программными алго-
ритмами [11]. С внедрением в практиче-
скую медицину экспериментальных ме-
тодов, основанных на применении си-
стем технического зрения [12] и компь-
ютерного анализа [13], появляется каче-
ственно новый подход, позволяющий 
расширить диагностические возможно-
сти оценки поступающей информации 
[14], что, в свою очередь, дает возмож-
ность разрабатывать более эффективные 

тренажеры [15], в которые будут зало-
жены параметры реабилитации, соот-
ветствующие двигательным паттернам 
здорового человека [16]. Все это обу-
словливает необходимость дальнейших 
научных исследований, направленных 
на разработку методов и средств ком-
плексной оценки параметров двигатель-
ной физической реабилитации с ис-
пользованием биомедицинских и есте-
ственных физиологических показате-
лей [1].  

Один из методов, который может 
помочь пациентам с повреждениями 
опорно-двигательного аппарата вер-
нуться к активной жизни, – применение 
реабилитационных экзоскелетов ниж-
них конечностей [4]. Роботизированные 
экзоскелетные комплексы нижних ко-
нечностей надеваются на нижние ко-
нечности пациента, проходящего реа-
билитацию [8], и позволяют выполнять 
естественные физиологические движе-
ния: подъём конечности, вертикализа-
цию пациента, приседания, в т. ч. на 
разных этапах реабилитации реализо-
вывать статическую и динамическую 
походку [1]. 
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Исследования подтверждают, что 
имитация естественных движений мо-
жет помочь восстановить нейронные 
связи. Поэтому в реабилитации важна 
качественная механотерапия [8]. 

Целью данной работы является по-
вышение эффективности реабилитации 
за счет разработки математической мо-
дели движения двухзвенной активной 
стопы роботизированного экзоскелет-
ного комплекса. 

Материалы и методы 

Для разработки математической мо-
дели устройства, решения прямой и об-
ратной задач кинематики была прове-
дена серия экспериментов с целью полу-
чения траекторий движения характер-
ных точек стопы человека в процессе 
ходьбы. 

Рассмотрим положение характер-
ных точек стопы человека и экзоскелета 

(рис. 1, 2). 

 
Рис. 1. Схема расположения ключевых точек: а – на стопе человека: А2 – голеностопный  
             сустав; А1 – плюсневый сустав; SR – крайняя точка большого пальца; HR – крайняя  
             точка предплюсны; б – на активной стопе экзоскелета: О1  – голеностопный шарнир;  
             О3  – плюсневый шарнир; О4 – крайняя точка звена пальцев; О2 – крайняя точка активной 
              стопы (пяточная); 1 – звено голени; 2 – звено предплюсны; 3 – фаланги пальцев 

Fig. 1. The layout of the key points: a – on the human foot: A2 – ankle joint; A1 – metatarsal joint;  
            SR – extreme point of the thumb; HR – extreme tarsal point; б – on the active foot  
            of the exoskeleton: O1 – ankle ball-nir; O3 – metatarsal joint; O4 – extreme point  
            of the finger link; O2 – extreme point of the active feet (calcaneal); 1 – shin joint;  
            2 – tarsal joint; 3 – phalanges of fingers 
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Одной из ключевых задач при ана-
лизе походки пациента является уста-
новление зависимости углов поворота 
звеньев стопы, поэтому рассмотрим по-
дробнее кинематику движения стопы эк-
зоскелета, считая, что стопа пациента 
неподвижна относительно звеньев 
стопы экзокелета [7]. 

Определение положения реперных 
(опорных) точек стопы экзоскелета. Опре-
делим положение точек 1 2 3 4O ,O ,O ,O  в 
системе координат OXZ в сагиттальной 
плоскости. Радиус – вектор, определяю-
щий положение пятки (точка О2): 

2 2 2

T

O O Or (X , Z )= , 

2 1 1 2O O O Or r r= + , 

1 2 1 2

(1)

O O 10 O Or Т r= ,                 (1)
 

1 1

10

1 1

cos( ) sin( )
T

sin( ) cos( )

 −  
=    

, 

1 2

(1) T

O O 1 2x 1 2zr (O O ,O O )= ,          (2) 

где 1 2 1 2O O ,O Ox z  – персонифицирован-
ные параметры стопы пациента. 

Радиус – вектор, определяющий по-
ложение шарнира плюсне – фалангового 
сустава (точка О3): 

3 3 3

T

O O Or (X , Z )= , 

3 1 1 3O O O Or r r= + ,                 (3) 

1 3 1 3

(1)

O O 10 O Or Т r= , 

1 3

(1) T

O O 1 3x 1 3zr (O O ,O O )= ,         (4) 

где 1 3x 1 3zO O ,O O  – персонифицирован-
ные параметры стопы пациента. 

Радиус – вектор, определяющий по-
ложение крайней точки звена пальцев 
(точка О4): 

4 4 4

T

O O Or (X , Z )= , 

4 3 3 4O O O Or r r= + ,                 (5) 

где 
3 4 3 4

(1)

O O 10 O Or T r= , 
3 4 3 4

(1) (2)

O O 21 O Or T r= . 

21 21

21

21 21

cos( ) sin( )
T

sin( ) cos( )

 −  
=    

, 

3 4

(2) T

O O 3 4r (O O ,0)= ,              (6) 

где 
3 4O O  – персонифицированные пара-

метры стопы пациента. 
Полученные выражения (1) – (3) 

позволяют определить положение ре-
перных точек стопы экзоскелета при 
ходьбе. Для этого необходимо экспери-
ментально найти 

1Or (t)  и 
1 21(t), (t)  , 

т. е. решить прямую задачу кинематики. 
Обратную задачу кинематики можно 
сформулировать следующим образом: 
необходимо определить углы, на кото-
рые поворачиваются звенья стопы эк-
зоскелета 

1 12(t), (t)   при ходьбе по за-
данным радиус – векторам 

2Or , 
3Or , 

4Or .  

Рассмотрим способ определения за-
висимостей 

1 21(t), (t)   на основе экспе-
риментально-теоретического метода. 
Идея метода состоит в эксперименталь-
ном определении траекторий движения 
точек 

1 2 3 4O ,O ,O ,O  при ходьбе. Далее по 
полученным траекториям определяются 
параметры ряда Фурье для проекций 
этих точек в системе координат OXZ. На 
следующем этапе происходит определе-
ние зависимостей, определяющих зада-
ющие воздействия приводов 

1 21(t), (t)   

по следующим формулам: 
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3 2

3 2

O O

1

O O

Z Z
arctg

X X

−
 =

−
,             (7) 

4 3

4 3

O O

2

O O

Z Z
arctg

X X

−
 =

−
,           (8) 

21 2 1 = − .                  (9) 

В рамках эксперимента на испытуе-
мом были закреплены маркеры, положе-
ние которых соответствовало оси враще-
ния тазобедренного Оb, коленного Ok, 

голеностопного O1, плюсневого O3 су-
ставов и положению носка стопы O4 и 
пятки O2 (рис. 2, а).  

В экспериментах использовался эле-
мент системы технического зрения – 

web-камера HD-4310 (HP Inc.) с разре-
шением 1920×1080 пикселей и частотой 
30 кадров в секунду. Изображение с 

камеры обрабатывалось на ПК с исполь-
зованием функций библиотеки с откры-
тым исходным кодом Open CV. 

Испытуемый проходил с фиксиро-
ванной длиной шага на расстоянии 2,2 м 
от камеры. Для каждого испытуемого 
подбирали несколько комфортных тем-
пов. По видео определяются основные 
параметры походки: ширина шага S, вы-
сота подъёма ноги над опорной поверх-
ностью h и время полного шага t. Испы-
туемому было предложено идти прогу-
лочным шагом по беговой дорожке. Пе-
ред съёмкой проводилась адаптация к 
условиям эксперимента. Во время ви-
деосъёмки испытуемый безостановочно 
в спокойном темпе перемещался по бе-
говой дорожке, участок которой попадал 
в кадр (рис. 2). 

 
                    а                                                                б                                                                в 

Рис. 2. Экспериментальные исследования движения характерных точек стопы в процессе ходьбы:  
             а – расположение маркеров и принятые обозначения; б – определение координат с помощью  
             СТЗ; в – получение первичных траекторий с использованием функции cv. Hough Circles   

Fig. 2. Experimental studies of the movement of characteristic points of the foot during walking: a – location  
           of markers and accepted designations; б – determination of coordinates using STS;  
           в – obtaining primary trajectories using the cv. Hough Circles function 



66                                   Мехатроника, робототехника / Mechatronics, Robotics 

Известия Юго-Западного государственного университета. Серия: Управление,  
вычислительная техника, информатика. Медицинское приборостроение. 2024;14(4):60–77 

Организация эксперимента (освеще-
ние, фон и т. д.) позволила точно реги-
стрировать положения маркеров круг-
лой формы при использовании функции 
cv.Hough Circles  библиотеки Open CV с 
последующей фильтрацией медианным 
фильтром. 

После предварительной обработки 
данные, поступившие с СТЗ, формиро-
вали естественные траектории движения 
точек при ходьбе. Чтобы получить мак-
симально естественную траекторию 
движения характерных точек стопы в 
пространстве, ограничения темпа шага 
не были строгими. 

В результате серии проведенных 
экспериментов был получен ряд траек-
торий, из которых была построена 
усредненная траектория движения ха-
рактерных точек стопы (рис. 3). При 
движении по ровной поверхности траек-
тории были бы разомкнутыми. Замкну-
тость полученных линий траектории  

обусловлена цикличностью перемеще-
ния характерных точек стопы, что, в 
свою очередь, является прямым след-
ствием использования в эксперименте 
беговой дорожки и естественным сме-
щением стопы относительно камеры 
(рис. 3).  

 
Рис. 3. Усредненная траектория движения характерных точек стопы в пространстве:  
            1 – О1 (ГСС); 2 – О2 (пяточная кость); 3 – О3 (плюсневый сустав); 4 – О4 (носок) 

Fig. 3. Average trajectory of characteristic points of the foot in space:  
           1 – О1 (GSS); 2 – О2 (heel); 3 – О3 (metatarsal joint); 4 – О4 (toe) 

Чтобы применить математическую 
модель (1), нужно оцифровать получен-
ные траектории и найти законы измене-
ния проекций x(t), y(t)  с помощью интер-
поляции. Для этого можно использовать 
метод подбора полиномиально-кусочных 

функций на основании вектора парамет-

ров походки 
T

s s s(s,h ,H ,k ,T ) ,=s  в кото-

ром s – длина шага; hs – высота подъема 
ноги при ходьбе; Hs – расстояние от та-
зобедренного шарнира до беговой до-
рожки; Ts – длительность одного шага 
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[3]. Для решения этой задачи был ис-
пользован пакет Curve Fitting Tool в 
среде MATLAB. В результате аппрокси-
мации с помощью ряд Фурье 5-го по-
рядка была получена гладкая траектория 
для каждой характерной точки стопы.  

Для того чтобы задать траекторию 
движения воспользуемся функцией 
Фурье 5-го порядка для каждой есте-
ственной координаты в начальной точке 
положения времени t0 и конец на момент 
времени tk. 

Ряд Фурье 5-го порядка имеет сле-
дующий вид: 

( )5

0 i ii 0
X(t) x A sin i .

=
= + +   (10) 

Аналогично запишется и для коор-
динат Z. 

Далее составлялась программа чис-
ленного моделирования в среде Matlab, 

позволяющая задать траекторию движе-
ния звеньев стопы. Используемый алго-
ритм позволяет получить гладкую траек-
торию движения (рис. 4). 

 

Рис. 4. Траектория движения Z(X) голеностопного сустава O1 по оси (траектория 
             аппроксимирована функцией Фурье 5-го порядка) 

Fig. 4. Graph of the trajectory Z(X) of the O1 joint (trajectory approximated  
            by reduced 5th order Fourier) 

На рисунке 4 итогом завершения 
каждого этапа становится соответ-
ственно: 1 – ГСС достигает верхней кри-
тической точки; 2 – пяточный сустав ка-
сается ленты беговой дорожки; 3 – пере-
кат стопы по беговой дорожке; 4 – стопа 
полностью на ленте беговой дорожки; 

∆Z – смешение относительно плюсне-
вого сустава по оси Z. Аналогичным об-
разом были получены траектории для 
остальных характерных точек стопы 
(пятка, плюсневый сустав, носок) 
(рис. 5–7). 
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Рис. 5. Траектория движения Z(X) пяточного сустава О2 (траектория  
             аппроксимирована функцией Фурье 5-го порядка) 

Fig. 5. Graph of the trajectory Z(X) of the О2 joint (trajectory approximated  
           by reduced 5th order Fourier) 

 
Рис. 6. Траектория движения Z(X) плюсневого сустава О3 (траектория  
             аппроксимирована функцией Фурье 5-го порядка) 

Fig. 6. Graph of the trajectory Z(X) of the О3 joint (trajectory approximated  
            by reduced 5th order Fourier) 

На рисунке 5 этап 1 – стопа дости-
гает верхней критической точки, ∆Z – 

смешение относительно плюсневого су-
става по оси Z. 
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На рисунке 6 этап 1 – стопа дости-
гает верхней критической точки, этап 2 – 

плюсневый сустав касается ленты бего-
вой дорожки, этап 3 – перекат стопы по 
ленте беговой дорожки, этап 4 – стопа 
полностью касается ленты беговой до-
рожки. 

На рисунке 7 этап 1 – фаланги паль-
цев касаются беговой дорожки, этап 2 – 

перекат стопы по ленте беговой до-
рожки, этап 3 – стопа лежит на ленте бе-
говой дорожки, ∆Z – смешение относи-
тельно плюсневого сустава по оси Z. 

 

Рис. 7. Траектория движения Z(X) плюсневого сустава О4 (траектория  
             аппроксимирована функцией Фурье 5-го порядка) 

Fig. 7. Graph of the trajectory Z(X) of the О4 joint (trajectory approximated  
            by reduced 5th order Fourier) 

Как показали результаты сравни-
тельного анализа исходных данных и 
данных, полученных на основе полино-
миальных функций, использованный 
подход дает удовлетворительную точ-
ность. Максимальная относительная 
ошибка – 0,53%, средняя квадратичная 
ошибка – 0,0071% для значений пара-
метров, близких к параметрам экспери-
мента. 

Результаты и их обсуждение 

Поскольку полученная функция на 
основе рядов Фурье 5-го порядка харак-
теризуется набором из 11 коэффициен-
тов, установить связь между изменением 
траектории по параметрам шага (длина 
шага, высота шага, скорость шага) до-
статочно сложно. На рисунке 8 показан 
подбор коэффициентов ряда Фурье. 
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       a0 =      0.3753;

       a1 =     -0.2771;

       b1 =       0.115;

       a2 =    -0.05015;

       b2 =    -0.05966;

       a3 =     0.01651;

       b3 =   -0.008539;

       a4 =   -0.001633;

       b4 =    0.009761;

       a5 =   -0.005892;

       b5 =   -0.002068;

       w =       18.34;

       

xa =  a0 + a1*cos(x*w) + b1*sin(x*w) +... 

a2*cos(2*x*w) + b2*sin(2*x*w) + a3*cos(3*x*w) + b3*sin(3*x*w) +... 

a4*cos(4*x*w) + b4*sin(4*x*w) + a5*cos(5*x*w) + b5*sin(5*x*w);

       a0 =      0.1017;

       a1 =     0.07247;

       b1 =     0.04041;

       a2 =     0.02093;

       b2 =     0.03371;

       a3 =   0.0002362;

       b3 =     0.01446;

       a4 =    -0.00436;

       b4 =   0.0006468;

       a5 =   0.0008371;

       b5 =   -0.005167;

       a6 =    0.004781;

       b6 =   -0.001599;

       w =       17.82;

za = a0 + a1*cos(x*w) + b1*sin(x*w) + ... 

a2*cos(2*x*w) + b2*sin(2*x*w) + a3*cos(3*x*w) + b3*sin(3*x*w) + ... 

a4*cos(4*x*w) + b4*sin(4*x*w) + a5*cos(5*x*w) + b5*sin(5*x*w) + ... 

a6*cos(6*x*w) + b6*sin(6*x*w);  
Рис. 8. Коэффициенты ряда Фурье 

Fig. 8. Fourier series coefficients 

Наличие нелинейных и тригономет-
рических слагаемых в уравнении не поз-
воляет получить аналитического выра-
жения, поэтому для определения кине-
матических и динамических параметров 

устройства прибегнем к численному мо-
делированию системы [13]. 

При моделировании воспользуемся 
параметрами модели, указанными ниже 

(табл.  1). 
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Таблица 1. Исходные параметры модели 

Table 1. Initial parameters of the model 

Параметр модели Обозначение Значение параметра 

Масса звена O2О3, кг m2 2,3 

Масса звена О3О4, кг m3 0,8 

Длина звена O2O3, м l2 0,175 

Длина звена О3О4, м l3 0,1 

Длина шага относительно ГСС, м S 0,6 

Скорость шага 1 км/ч V1 1,5 

Скорость шага 2 км/ч V2 2,5 

Высота шага 1 м H1 0,125 

Высота шага 2 м H2 0,18 

 

Временная диаграмма изменения 
абсолютных углов φ1, φ2 для точек О1 и 

О3 и относительного угла  φ21  имеют сле-
дующий вид (рис. 9–11).  

 
Рис. 9. Закон изменения абсолютного угла φ

1
  

Fig. 9. Law of the absolute angle φ
1
 change 
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Рис. 10. Закон изменения угла φ

2
 

Fig. 10. Law of the absolute angle φ
2
 change 

 
Рис. 11. Закон изменения угла φ

2
  

Fig. 11. Law of the relative angle φ
2
 change 
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Индивидуальные физиологические 
параметры пациента используются для 
определения параметров персонифициро-
ванной настройки экзоскелетного ком-
плекса перед началом реабилитационных 

процедур, включая геометрические па-
раметры и положения опорных точек О1, 

О2, О3, О4 и длины звеньев стопы паци-
ента (рис. 1), а также длину и высоту 
шага (табл.1). 

При наличии сведений о 
геометрических параметрах человеко- 

машинной системы полученные 
функции изменения углов поворота 
звеньев φi(t) представляют собой 
независимые обобщенные координаты, 
значения двух из которых в 
рассматриваемый момент времени 
могут однозначно характеризовать 
положение звеньев моделируемой 
системы [17]. Полученные траектории, 
снятые при изучении походки здорового 
человека в спокойном темпе [18], 
позволят настроить работу устройства 
таким образом, чтобы обеспечить 
наиболее эффективные параметры 
реабилитации [19; 20].  

Выводы  

Разработана математическая модель 
движения звеньев стопы робота. В ней 
подробно описаны уравнения, алгоритм 
и результаты вычислительных экспери-
ментов. 

Модель позволяет анализировать и 
прогнозировать движение стопы робота 
в различных условиях. Она учитывает 
такие параметры, как масса, момент 
инерции, длина шага, высота подъёма 
ноги и другие характеристики.  

Результаты математического моде-
лирования позволяют рассчитать при-
водную систему робота – совокупность 
механизмов, передающих движение от 
двигателя к звеньям стопы. Это поможет 
обеспечить надёжную и эффективную 
работу устройства. 

Результаты моделирования будут 
использованы для проектирования ос-
новных конструктивных элементов ро-
бота, таких как шарниры, крепления, 
амортизаторы и т. д.  
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