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Резюме 

Целью исследования – разработать аналитический метод, основанный на микромеханике, для определе-
ния местоположения, размера и модуля упругости опухолевой массы, внедренной в симметричную двумер-
ную ткань молочной железы, и получить замкнутое решение для эластограмм деформации.  
Методы изменения эластичности тканей обычно коррелируют с патологическими явлениями. Многие 
виды рака, такие как скиррозная карцинома молочной железы, появляются в виде чрезвычайно твердых 
узелков, которые являются результатом повышенной плотности стромы. Другие заболевания включают 
отложения, которые увеличивают или уменьшают эластичность тканей. Сложные заполненные жидко-
стью кисты могут быть невидимы при стандартном ультразвуковом исследовании, но при этом быть 
гораздо мягче встраиваемой ткани. Модули упругости опухолей изменяются в процессе их патологической 
эволюции. Эластографическая визуализация обладает потенциалом для выявления и характеристики ра-
ковых заболеваний путем картирования распределения жесткости в тканях. В работе разработана модель 
молочной железы в виде двумерного слоя единичной толщины с круглой опухолью, с учетом граничных усло-
вий. Получены локальные упругие отклики при приложении акустического поля. 
Результаты. Чтобы оценить возможности определения количественных значений упругих модулей среды, 

нами предложена модель процесса деформации неоднородности в условиях ультразвуковой статической эла-
стографии и исследовано влияние упругих модулей, деформации неоднородности в направлении приложен-
ного давления. 
Заключение. Разработанная методика позволила получить аналитическое решение для поля деформаций 
и напряжений двумерных моделей молочных желез, содержащих неоднородности. Модель позволяет исполь-
зовать разработанную методику для построения медицинских эластографических аппаратов и проведения 
исследований в области эластографии. 
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Abstract 

The purpose of the research is to develop a method for assessing the level of nonspecific protection of the body. The 

purpose of the research. To develop an analytical method based on micromechanics to determine the location, size 

and modulus of elasticity of a tumor mass embedded in symmetrical double-dimensional breast tissue and obtain a 

closed solution for deformation elastograms. 

Methods. Changes in tissue elasticity usually correlate with pathological phenomena. Many cancers, such as scirrhous 

carcinoma of the breast, appear as extremely hard nodules that result from increased stromal density. Other diseases 

include deposits that increase or decrease tissue elasticity. Complex fluid-filled cysts may not be visible on standard 

ultrasound, but may be much softer than the embedded tissue. The elastic moduli of tumors change during their patho-

logical evolution. Elastographic imaging has the potential to detect and characterize cancers by mapping tissue stiffness 

distribution. The work developed a model of the mammary gland in the form of a two-dimensional layer of unit thickness 

with a round tumor, taking into account boundary conditions. Local elastic responses were obtained when an acoustic 

field was applied. 

Results. To evaluate the possibilities of determining the quantitative values of the elastic modules of the medium, we 

proposed a model of the process of deformation of heterogeneity under the conditions of ultrasonic static elastography 

and investigated the influence of elastic moduli and deformation of heterogeneity in the direction of applied pressure. 

Conclusion. The developed technique made it possible to obtain an analytical solution for the field of deformations 

and stresses of two-dimensional models of mammary glands containing inhomogeneities. The model makes it possible 

to use the developed methodology for constructing medical elastographic devices and conducting research in the field 

of elastography. 
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Введение 

Механические свойства мягких тка-
ней являются важными показателями 
для биомедицинских исследований и ди-
агностики [1], поскольку они, как пра-
вило, коррелируют с патологическими 
изменениями тканей [2]. Например, 
было обнаружено, что многие виды кар-
цином молочной железы плотнее [3], 
чем окружающие ее нормальные ткани, 
[4]. Несмотря на различия с точки зрения 
упругой жесткости [5], некоторые опу-
холи трудно обнаружить с помощью 
обычных методов визуализации, таких 
как маммография [6], ультразвуковое 
исследование (УЗИ) [7], компьютерная 
томография [8] (КТ) и магнитно-резо-
нансная томография (МРТ), особенно 
при наличии сложных фоновых измене-
ний [9], таких как рубцы, фиброзно-ки-
стозные изменения или другие доброка-
чественные явления [10]. Пальпация ча-
сто используется для обнаружения твер-
дых повреждений [11]. Однако глубокие 
повреждения в большой груди могут 
быть неощутимы [12] до тех пор, пока 
они не вырастут большими и не станут 
неизлечимыми [13]. 

Так как изменение модуля упруго-
сти (жесткости) тканей может указывать 
на патологическую эволюцию тканей, 
эластография была разработана для вы-
явления и характеристики опухолей. Ис-
пользование свойств материалов в соче-
тании с традиционными методами визу-
ализации потенциально может обеспе-
чить «сигнатуру», ощутимую до тех пор, 

пока они не станут большими и неизле-
чимыми [14]. 

В работе [15] описан эластографиче-
ский метод на основе ультразвука для 
количественной визуализации распреде-
ления деформации и модуля упругости в 
биологических тканях. Этот метод 
включает в себя применение квазистати-
ческой компрессии к тканям. Эласто-
грамма модуля упругости может быть 
восстановлена путем расчета внутрен-
них напряжений и локальных перемеще-
ний по радиочастотным ультразвуковым 
сигналам до сжатия и после сжатия. В 
работе [16] было реконструировано рас-
пределение модуля сдвига с помощью 
метода МРТ для измерения распростра-
нения волны акустической деформации 
в тканях, подверженных гармониче-
скому механическому возбуждению.  

Было показано, что как ультразвуко-
вые, так и МР-методы эластографии яв-
ляются рабочими для предоставления 
информации для выявления и характе-
ристики раковых опухолей в мягких тка-
нях. Однако большинство из них тре-
буют больших вычислительных затрат, 
поскольку для восстановления модулей 
упругости применяется анализ конеч-
ных элементов. В то время как некото-
рые аналитические представления были 
предложены либо в двух измерениях 
(2D), либо в трех измерениях (3D), для 
исследования эластографии биологиче-
ских тканей эти модели предполагают, 
что единичное повреждение встроено в 
бесконечную область ткани так, что 
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геометрические границы не принима-
ются во внимание. 

В данной статье представлен осно-
ванный на микромеханике аналитиче-
ский метод определения местоположе-
ния, размера и модуля упругости опу-
холи, внедренной в 2D конечную ткань с 
упрощенными геометрическими струк-
турами. Теория микромеханики как 
неотъемлемая часть механики сплош-
ных сред [17] занимается расчетом ло-
кальных полей напряжений и деформа-
ций материалов с включениями и / или 
неоднородностями [18]. Биологические 
ткани с раковыми опухолями можно рас-
сматривать как гетерогенно-эластичные 
материалы, содержащие более твер-
дые / мягкие массы, встроенные в мат-
рицы.  

Материалы и методы 

Опухоль молочной железы, опреде-
ляемая ее положением, размером и упру-
гими свойствами, может быть использо-
вана для определения локальных дефор-
маций и полей напряжений во всей обла-
сти (например, во всей молочной же-
лезе) с использованием теории микроме-
ханики. Опухоль молочной железы мо-
делируется как включение в тканевую 
матрицу с определенными граничными 
условиями. 

Представим молочную железу в 
виде двумерного слоя единичной тол-
щины (рис. 1). Для простоты обработки 
срез железы упрощенно представлен в 
виде полукруга радиусом R. Граничное 
условие на оси х (х = 0) предполагает, 

что все компоненты смещения фиксиро-
ваны в направлении x, в то время как ни-
какие смещения не ограничены в 
направлении y. Круглая опухоль Ω (с мо-
дулем Юнга E1) встроена в область тка-
невого матрикса (с модулем Юнга E0). 
Предполагается, что и матрица, и опу-
холь несжимаемы таким образом, что 
отношение их коэффициентов Пуассона 
равно 0,5. Для получения локальных 
упругих откликов к центральной гранич-
ной точке прикладывается сжимающая 
сосредоточенная сила P (x = R ≠ 0). Для 
двумерной задачи о плоской деформа-
ции все компоненты внеплоскостной де-
формации равны нулю. 

 
Рис. 1. Геометрическая модель  
молочной железы 

Fig. 1. Geometric model of the breast 

Результаты и их обсуждение 

Рассмотрим однородный круговой 
срез с модулем Юнга E0. Две равные, но 
противоположно направленные силы P 
действуют в направлении диаметра 

(рис. 2).  
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Рис. 2. Круговой срез радиусом R 

Fig. 2. Circular cut with radius R 

Решение для замкнутой формы при-
ведено в [9], а именно деформация в 
точке Q выражается как 

2 3
1 1 1

0 1

2 3
2 2 2

2

3 2
1 1 1

0 1

3 2
2 2 2

2

2
1 1

0 1

sin cos cos3

2

sin cos cos
,

cos sin cos3

2

cos sin cos
,

sin cos3

2

xx

yy

xy

P

E r

r

P

E r

r

P

E r

   − 
 = + 

  − 
+ 


  −  

 =  
 −  

+ 


  
 = + 

 

2
2 2

2

sin cos
,

r

 
+ 


         (1) 

где ε – деформация вдоль осей, опреде-
ляемых нижними индексами, остальные 
параметры определены на рисунке 2. Из-

за симметрии внешней нагрузки и струк-
туры материала это решение 

непосредственно обеспечивает оценку 
упругости для 2D полукруглой молоч-
ной железы без опухолей. 

Чтобы исследовать влияние внед-
ренной опухоли, представим ее в виде 
круглой области Ω, внедренной в беско-
нечную тканевую матрицу D (рис. 3).  

 
Рис. 3. Модель эквивалентного включения 
            Эшелби, представленная повреждением,  
            внедренным в бесконечную матричную  
            область, подверженную напряжениям  
            дальнего поля  

Fig. 3. Model of an equivalent Eshelby inclusion,  
            represented by a damage embedded  
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            in an infinite matrix region subject  
            to far-field stresses 

Когда на объект воздействует внеш-
няя нагрузка дальнего поля σ0, то соот-
ветствующее поле деформаций может 
быть получено из теории эквивалент-
ного включения Эшелби [19]. Общая де-
формация ε(x) в положении x определя-
ется как [20]: 

( ) ( ) ( )0 d =  + x x x ,             (2) 

где ε(x) – однородная деформация из-за 
напряжения дальнего поля σ0, прило-
женного к ткани без повреждений, в то 
время как εd(x) – возмущающая дефор-
мация из-за упругого несоответствия 
между матрицей и инородным объектом. 
Для конкретного объекта с центром в 
точке x1 εd(x) в любом положении x 
определяется как 

( )

( ) ( )
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где G, S – тензоры, определяемые через 
модули Юнга и коэффициенты Пуассона 
для основной ткани и включения; сим-
волы «» и «:» указывают на свертку 
между двумя тензорами четвертого 
ранга и между тензорами четвертого 
ранга и второго ранга, соответственно. 
Тензор четвертого ранга A представляет 
упругое несоответствие между тензором 
жесткости ткани C0 и тензором жестко-
сти объекта Cl в виде 

( ) 1

1 0 0

− − A C C C . 

Для несжимаемой ткани возмущаю-
щая деформация εd(x) в уравнении (3) 
может быть дополнительно упрощена 
следующим образом: 
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где B и Q – тензоры четвертого порядка. 
Основываясь на формулах (1) и (4) для 
замкнутой и бесконечной задач, можно 
решить задачу для исходной двумерной 
полукруглой молочной железы (рис. 1). 
Поле деформации в уравнении (1) пред-
ставляет собой однородное решение без 
повреждений. В частности, локальная 
деформация в положении x1 обознача-
ется как εl(x1). Если в ткань добавляется 
гетерогенная опухоль с центром в x1, то 
поле возмущающих напряжений εd(x) 

может быть оценено из решения уравне-
ния в бесконечной области (4) как 

( )
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(5) 

Соответственно общее распределе-
ние напряжения в молочной железе мо-
жет быть выражено в виде суммы следу-
ющим образом: 
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(6) 

Выводы 

Биологические ткани с раковыми 
опухолями можно рассматривать как ге-
терогенно-эластичные материалы, содер-
жащие более твердые / мягкие массы, 
встроенные в матрицы. Метод эквива-
лентного включения Эшелби совместно 
с теорией упругости Тимошенко позво-
лили получить аналитическое решение 
для полей деформаций и напряжений 
двумерных молочных желез, содержа-
щих повреждения. Задача решена для 

двумерного случая. Модель может ис-
пользоваться для построения 
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медицинских эластографических аппа-
ратов и проведения исследований в об-
ласти эластографии. 
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