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Резюме 

Цель исследования – разработка математической модели вибрационных колебаний элемента обшивки 
летательного аппарата, выполненного в форме пластины, с двухэтапным преобразованием «параметры 
вибрационной нагрузки – деформация пластины – изменение длины волны оптического сигнала» для осу-
ществления учёта количества циклов нагружения и их характеристик, накопленной усталостной дефор-
мации пластины и её ресурса до наступления критичного состояния с целью оптимизации плановых ре-
монтов и снижения рисков непрогнозируемых отказов, связанных с усталостными явлениями в материале 
обшивки и несущих конструкциях  летательного аппарата. 
Методы. Для описания математической модели в качестве входных данных используются параметры виб-
рационного сигнала гармонического характера. Рассматривается двухэтапное преобразование: во-первых, 
параметров вибрационного сигнала (частота, амплитуда) в амплитуду вибрационных колебаний элемента 
обшивки летательного аппарата, выполненного в форме пластины; во-вторых, амплитуды колебаний рас-
сматриваемой пластины в изменение длины волны оптического сигнала, наличие которого обусловлива-
ется применением оптоволоконных технологий, перспективных для построения современных систем кон-
троля и диагностики летательных аппаратов. 
Результаты. Предложенная математическая модель позволяет расчетно-аналитическими методами 
произвести оценку амплитуды вынужденных вибрационных колебаний элемента обшивки летательного ап-
парата, обусловливающей отсутствие расхода ресурса пластины ввиду воздействия циклов нагружения 
(имеет место только естественное старение материала), расход ресурса пластины в режиме упругой 
деформации, накопление усталостной деформации образца. Результирующая деформация пластины вы-
ражается в изменении длины волны светового луча для детектирования и анализа системой контроля и 
диагностики летательного аппарата, выполненной на базе оптоволоконных технологий. 
Заключение. Предложенная математическая модель предназначена для осуществления оценки остаточного 
ресурса конкретного элемента обшивки летательного аппарата, предполагает последующее программное 
моделирование для подтверждения корректности или уточнения полученного алгоритма расчёта. 
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Abstract 

The purpose of research is development of a mathematical model of vibration vibrations of an aircraft skin element 

made in the form of a plate with a two-stage transformation "vibration load parameters – deformation of the plate - 

change in the wavelength of the optical signal" in order to take into account the number of loading cycles and their 

characteristics, accumulated fatigue deformation of the plate and its life before the critical state in order to optimize 

planned repairs and reducing the risks of unpredictable failures associated with fatigue phenomena in the skin material 

and supporting structures of the aircraft. 

Methods. The described mathematical model uses the parameters of a harmonic vibration signal as input data and 

includes a two-stage transformation, firstly, of the parameters of the vibration signal (frequency, amplitude) into the 

amplitude of the vibration vibrations of the aircraft skin element made in the form of a plate, secondly, the amplitude of 

the vibrations of the plate in question into a change in the wavelength of the optical signal, the presence of which is 

caused by the use of fiber-optic technologies that are promising for the construction of modern systems for monitoring 

and diagnostics of aircraft. 

Results. The proposed mathematical model allows calculating and analytical methods to estimate the amplitude of 

forced vibration vibrations of the aircraft skin element, which causes the absence of plate resource consumption due 

to the effects of loading cycles (there is only natural aging of the material), plate resource consumption in elastic defor-

mation mode, accumulation of fatigue deformation of the sample. The method of evaluating the plate for the resonant 

effect is given, which indirectly affects the processes of designing the elements of the aircraft skin in terms of weight 

and size indicators, which largely determine the frequency of natural vibrations of the plate. The resulting deformation 

of the plate is expressed in a change in the wavelength of the light beam for detection and analysis by the control and 

diagnostic system of the aircraft, made on the basis of fiber-optic technologies. 

Conclusion. The proposed mathematical model is designed to assess the residual life of a specific element of the 

aircraft skin, involves subsequent software modeling to confirm the correctness or refinement of the resulting calculation 

algorithm. 
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Введение 

Стремительное развитие летатель-
ных аппаратов (далее – ЛА) граждан-
ского и военного назначения, начавше-
еся еще с середины прошлого столетия, 
с одной стороны, подкреплено необхо-
димостью контроля устаревающего 
парка отечественных ЛА, с другой – тре-
бует наличия адекватных и достаточно 
надежных средств контроля техниче-
ского состояния ЛА, сопоставимых по 
сложности с конструкцией самого ЛА 
[1; 2; 3]. Современные реалии отече-
ственной авиационной промышленно-
сти, вынужденной экстренно импортоза-
мещать не только зарубежные изделия 
целиком, но и бороться с импортной 
компонентной базой в составе, на пер-
вый взгляд отечественных изделий, 
лишь усугубляет потребность в каче-
ственных системах контроля и диагно-
стики ЛА (далее – СКД ЛА). 

Современные СКД ЛА имеют суще-
ственный разброс не только по глубине 
контроля, зачастую либо недостаточной, 
либо избыточной для осуществления 
контроля с заданной точностью [4], но и 
базируются на различных технологиях, 
что обусловливает разброс контролиру-
емых величин и погрешность их реги-
страции.  

Целью данной работы является раз-
работка математической модели, связу-
ющей параметры вибрации гармониче-
ского характера, действующей на эле-
мент конструкции (обшивки) ЛА, и па-
раметры некого выходного сигнала 
(электрического, оптического, акустиче-
ского и т. п.), удобного для регистрации 
и учёта. 

Решаемыми задачами являются: 
1. Задача выбора технологии для ре-

ализации СКД ЛА. 

2. Задача выбора промежуточного 
элемента (элементов) математической 
модели для преобразования параметров 
входной вибрации в параметры выход-
ного сигнала. 

3. Определение физического харак-
тера выходного сигнала. 

Материалы и методы 

Одной из перспективных техноло-
гий, обеспечивающей контроль техниче-
ского состояния ЛА, является оптоволо-
конная технология: оптоволоконные 
датчики деформации с чувствительным 
элементом на базе решетки Брэгга поз-
воляют производить точные замеры де-
формации исследуемой поверхности, 
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при этом они нечувствительны к внеш-
ним электромагнитным полям, дешевле 
и проще монтируемы в сравнении с бли-
жайшими электрическими аналогами [5; 

6; 7]. Виброакустические методы обес-
печивают высокую достоверность кон-
троля, однако существующие прото-
типы не позволяют контролировать со-
стояние ЛА в воздухе, а на земле тре-
буют для него длительного времени. 
Также виброакустические прототипы 
имеют проблемы чрезмерных массога-
баритных показателей, сложности экс-
плуатации. 

Таким образом, целесообразно свя-
зать параметры входной вибрации с ве-
личиной деформации элемента обшивки 
ЛА, которую она вызвала. Деформация 
элемента обшивки контролируется воло-
конно-оптическим датчиком деформа-
ции, сообщающим на выходе амплитуду 
деформации и количество циклов нагру-
жения, которое преобразуется в электри-
ческий сигнал уже на входе в кабину 
экипажа и учитывается ЭВМ, которая 
производит расчёт остаточного ресурса 
данного элемента конструкции на осно-
вании отдельных методик надежности. 

Также примем, что в качестве эле-
мента обшивки ЛА подразумевается 
пластина обшивки хвостовой балки вер-
толета, изготовленная из дюралюминия 
(Д16 ГОСТ 4784-97), имеющая незначи-
тельную пластичную деформацию, при-
обретенную за период эксплуатации, и 
упруго деформирующаяся вследствие 
вибрации, создаваемой хвостовым вин-
том.  

Результаты и их обсуждение 

В простейшем случае в рамках си-
стемы с одной степенью свободы дефор-
мация в каком-либо её сечении может 
быть определена как сумма статической 
(накопленной за предыдущие циклы) де-
формации и мгновенной деформации в 
интервале текущего цикла, источником 
которой могут являться удары, вибрации 
и т. п. Таким образом  δД = δmax + А = = (1+ A

δmax) δmax =KДδmax,        (1) 

где δmax – максимальное значение стати-
ческой деформации образца, Па; А – ам-
плитудное значение мгновенной дефор-
мации, мм/м; KД – коэффициент дина-
мичности при колебаниях. 

Если деформация образца не превы-
шает предела упругости материала, из 
которого он изготовлен, то возникаю-
щие напряжения пропорциональны де-
формациям: 

  pД = pС (1+
A

δmax) = KД pС.        (2) 

Тогда актуально следующее усло-
вие прочности: 

pД < [p], 

где [p] – допускаемая деформация, мм/м. 
С учётом (1) и (2) проверка прочно-

сти при колебаниях сводится к оценке 
значения коэффициента динамичности 
KД (или оценке амплитуды действую-
щих колебаний) и статических напряже-
ний образца.  
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Дифференциальное уравнение коле-
бания пластины в отсутствие внешних 
возмущающих сил (вибраций) имеет вид 

Q
g

x'' + P – Q = = Q
g

x'' + P1 =
 Q
g

x''+ az = 0,        (3) 

где х – координата геометрического цен-
тра пластины, который испытывает мак-
симальные деформации при воздействии 
вибрации; X’’ – второй интеграл коорди-
наты по времени, т. е. виброускорение 
центра пластины, м/с2; P – упругое сопро-
тивление пластины, Па; P1 = (P – Q) – вос-
станавливающая сила, Па; Q – вес пла-
стины, приведенный к центру пластины, 
Н; g – ускорение свободного падения 
м/с2; a – коэффициент пропорционально-
сти, характеризующий необходимое 
усилие в направлении приложения век-
тора Q для единичной статической де-
формации пластины.  

P1 представляет собой дополнитель-
ное упругое сопротивление, возникаю-
щее как ответ на изменение координаты 
х (точки приведения массы пластины). 
В пределах упругой деформации матери-
ала пластины можно принять, что P1 = ax.  

Если в уравнении (3) учесть воздей-
ствие вибрации S в плоскости приложе-
ния веса пластины Q и сопротивление со 
стороны среды R, то: 

Q
g

x'' + P – Q – S + R = 
Q
g

x'' + 

+ P1 – S + R = = 
Q
g

x''+ az – S + R = 0,            (4) 

где S – вибрация, меняющаяся по слу-
чайному закону, Па; R – реакция со сто-
роны среды, Па. 

В большинстве случаев противодей-
ствие среды R принимается пропорцио-
нальным виброскорости объекта: 

R = rx'. 

В случае, когда вибрация имеет си-
нусоидальный характер, уравнение (4) 

принимает вид  Q
g

x'' + rx' + az = Smaxsinωt,       (5) 

где Smax – амплитуда вибрации, м;  
ω = 2πf – круговая частота вибрации, Гц. 

Вводя коэффициент затухания n (6), 
уравнение (5) можно привести к виду 
(7): 

n = 
rg
2Q

,                       (6) 

где ω0 – частота свободных колебаний 
пластины, возникающей в отсутствие S 
и R, Гц; n – коэффициент затухания. 

x'' + 2nx' + ω0
2х = 

gx
Q

sinωt.         (7) 

Тогда амплитуда вынужденных ко-
лебаний пластины в геометрическом 
центре составит 

A = 
H

Q
g √(ω0

2 – ω2) + 4n2ω2
 = 

 
δn√[1– ( ω

ω0
)2

+ 4 ( n
ω0

)2 ( ω
ω0

)2]2
 = βδn,   (8) 

где β – коэффициент нарастания колеба-
ний; δn – статическая деформация пла-
стины при Smax, м/м. 



Сизонов И. И., Барабушка А. С., Мухин И. Е.         Двухэтапная математическая модель оценки режимов … 57 

Proceedings of the Southwest State University. Series: Control, Computer Engineering,  
Information Science. Medical Instruments Engineering. 2023; 13(3): 52–63 

Для исключения резонансного эф-
фекта рекомендуется на этапе проекти-
рования добиваться отношения частот: 

0,7 ≤ 
ω
ω0

 ≤ 1,3. 
Учитывая эффект снижения соб-

ственной частоты колебания пластины с 

ростом усталостных напряжений, целе-
сообразным представляется [1]: 

0,7...0,8 ≤ 
ω
ω0

. 
Таким образом, на основании из-

вестных амплитуды вибрации пластины, 
материала, из которого она изготовлена, 
её конструктивных и технологических 
параметров возможно произвести расчёт 
максимальной деформации пластины.  

Оптоволоконные датчики давления 
с чувствительным элементом, выпол-
ненным на решетке Брэгга, преобразуют 
измеренную деформацию в изменение 
энергетического спектра отраженной 
световой волны [7; 8; 9]:   λВ = 2nЭФФΛ,               (9) 
где λВ – длина брэгговской волны, нм; 
nЭФФ – эффективный показатель прелом-
ления сердцевины световода; Λ – период 
брэгговской решетки, нм. 

Таким образом, остаточный ресурс 
пластины (элемента обшивки ЛА) воз-
можно контролировать, фиксируя изме-
нение её (его) амплитуды вынужденных 
колебаний (вибрации) при помощи опто-
волоконных датчиков деформации. Про-
изведя предварительную оценку ампли-
туд вынужденных колебаний ряда пре-
дотказных пластин той же конфигура-
ции и усреднив полученные значения, 

следует ввести в полученную математи-
ческую модель оценки остаточного ре-
сурса значение предельно допустимого 
напряженно-деформированного состоя-
ния (НДС) для данного элемента об-
шивки, при достижении которого реаль-
ным показателем эксплуатацию ЛА сле-
дует прекратить до замены критичного 
элемента обшивки, т. е. реализуя прин-
цип эксплуатации ЛА по его техниче-
скому состоянию. 

Следует отметить, что с увеличе-
нием числа НДС в структуре образца 
имеет место не только изменение ампли-
туды деформации при воздействии виб-
рации с постоянными характеристиками 
[10], на принципе которой построена 
описанная выше математическая мо-
дель, но и другие события, например, 
снижение частоты собственных колеба-
ний [11] пластины. Большой объем экс-
периментальный базы и теоретических 
трудов именно по первому явлению [12; 

13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20] при отсут-
ствии необходимости применения вто-
рого как самоцели с точки зрения полу-
чения практического результата наибо-
лее простым способом обусловливает 
выбор авторов статьи. 

Авторы статьи обращают внимание 
на тот факт, что оптоволоконная архи-
тектура СКД помимо описанных выше 
достоинств обладает ещё одним – хоро-
шей конструктивной масштабируемо-
стью, позволяющей при необходимости 
увеличивать число датчиков деформа-
ции на обшивке ЛА. В таком случае по-
надобится обновление базы данных в ча-
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сти добавления предотказных парамет-
ров для элементов обшивки, вновь вклю-
ченных в контур контроля СКД. 

Выводы 

Предложенная математическая мо-
дель связывает параметры вибрации гар-
монического характера, действующей на 

элемент конструкции (обшивки) ЛА, вы-
зываемую ею величину деформации эле-
мента обшивки и длину брэгговской 
волны с датчика давления и деформации 

на поверхности обшивки, что после пре-
образования в электрический сигнал 
позволяет считывать, анализировать и 
накапливать данные о техническом со-
стоянии данного элемента обшивки в 
сегменте встроенной памяти СКД.  

Предложенная математическая мо-
дель требует программного моделирова-
ния и процесса доводки и уточнения ме-
тодом многократных итераций и практи-
ческих испытаний на реальных элемен-
тах обшивки ЛА.  
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